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摘 要： 针对图像数据的多子类线性不可分问题，提出一种快速核二维子类鉴别分析算法（Ｋ２ＤＳＤＡ）．算法从理
论证明Ｋ２ＤＳＤＡ等价于基于核样本列（行）向量的２ＤＳＤＡ，并结合快速核样本图像近似定义实现最优判别向量计算，降
低了算法复杂度．实验显示，本文算法在多个标准人脸库上的分类准确率优于其他鉴别分析算法，这证实了 Ｋ２ＤＳＤＡ
的有效性．
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１ 引言

ＬＤＡ是判别分析类算法的典型算法［１，２］，其计算最
优分类投影轴的基础是 Ｆｉｓｈｅｒ准则［１］，核心是估计样本
的类间散度矩阵ΣＢ和协方差矩阵ΣＸ．ＬＤＡ的前提假定
有两点：（１）每类数据服从多元正态分布，并且每类的正
态分布具有相同的协方差，但具有不同的均值［３］；（２）数
据线性可分．由于实际样本具有非线性流形，很难同时
满足上述两个前提，导致通过估计ΣＢ和ΣＸ求解的最

优判别向量不能实现最小贝叶斯误差．很多研究试图扩
展ＬＤＡ的第一个前提假定提高分类性能，如 ＮＤＡ［４］，ａ
ＰＡＣ［５］，ＰＤＡ［６］．但这些方法不能解决数据多子类问题．
ＺｈｕＭａｎｌｉ［７］提出的子类判别分析（ＳｕｂｃｌａｓｓＤｉｓｃｒｉｍｉｎａｎｔ
Ａｎａｌｙｓｉｓ，ＳＤＡ）从调整原始样本分布，使之更加适应线性
判别分析假设前提的方向着手，是一种新颖有效的解决

多子类数据分类的方法．张静等［８］提出的 ２ＤＳＤＡ直接
应用于图像，在 ＳＡＲ图像集上取得很好的分类效果．

数据被划分为多子类后，仍然可能存在数据线性不

可分的情况．因此解决非线性空间中的数据分类问题也
成为提高分类性能的关键之一．核方法是非线性分类方
法中的经典算法，如 ＫＤＡ［９］和基于块的 Ｋ２ＤＰＣＡ／Ｋ
２ＤＬＤＡ［１０］．其基本思想是试图将非线性样本空间数据
映射到高维核空间，以期提高数据在该空间中的线性可

分性．
２ＤＳＤＡ和核方法能够分别有效解决图像多子类分

类和线性不可分问题，但针对同时具有多子类和线性不

可分问题的图像分类还有待研究．因此，本文提出一种
基于核方法的快速二维子类判别分析方法 Ｋ２ＤＳＤＡ，并
给出了理论推导及其在多人脸库上的分类性能对比．
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２ 研究背景———ＳＤＡ与２ＤＳＤＡ
假定样本集 Ｘ＝｛ｘ１，…，ｘＮ｜ｘｉ∈Ｒｄ｝，共 Ｃ类．对 ｉ

＝｛１，…，Ｃ｝，每类可分为 Ｈｉ个子类．ＳＤＡ定义 ΣＢ
＝∑

Ｃ－１

ｉ＝１∑
Ｈｉ
ｊ＝１∑

Ｃ

ｋ＝ｉ＋１∑
Ｈｋ
ｌ＝１
ｐｉｊｐｋｌ（μｉｊ－μｋｌ）（μｉｊ－

μｋｌ）
Ｔ，ΣＸ＝

１
Ｎ∑

Ｎ

ｉ＝１
（ｘｉ－μ）（ｘｉ－μ）

Ｔ．这里，ｐｉｊ＝ｎｉｊ／Ｎ

代表第 ｉ类的第ｊ个子类样本数目ｎｉｊ占全体样本数目Ｎ
的先验概率；Ｈｉ代表第ｉ类的子类数；μｉｊ代表第ｉ类的
第ｊ个子类样本均值；μ代表全体样本均值．最优判别
矢量 Ｖ由判别准则Ｊ（Ｖ）＝ａｒｇｍａｘ

Ｖ
（ＶＴΣＢＶ／ＶＴΣＸＶ）定

义．准则 Ｊ（Ｖ）的最大值问题已被证明等价于广义特征
分解：ΣＢＶ＝ΣＸＶΛ［７］．文献［７］提出两种 Ｈｉ计算准则，
并在逐步计算 Ｈｉ时，使用最近邻聚类划分子类．

现实中很多样本来源于图像，针对图像的２ＤＳＤＡ［８］

很快被提出．２ＤＳＤＡ使用图像欧式距离［１２］作为子类划
分时样本对相似性测度，直接在样本图像上计算Σ

２Ｄ
Ｂ

和Σ
２Ｄ
Ｘ．假定图像样本集合为 Ａ＝｛Ａ１，…，ＡＮ｜Ａｉ∈

Ｒｍ×ｎ｝．２ＤＳＤＡ的鉴别准则定义为 Ｊ（Ｖ２Ｄ）＝ａｒｇｍａｘ
Ｖ２Ｄ
（Ｖ２Ｄ

Ｔ

Σ
２Ｄ
ＢＶ２Ｄ／Ｖ２Ｄ

Ｔ

Σ
２Ｄ
ＸＶ２Ｄ）．这里：

Σ
２Ｄ
Ｂ＝∑

Ｃ－１

ｉ＝１∑
Ｈｉ
ｊ＝１∑

Ｃ

ｋ＝ｉ＋１∑
Ｈｋ
ｌ＝１∑

ｎ

ｔ＝１

ｐｉｊｐｋｌ（μｉｊｔ－μｋｌｔ）（μｉｊｔ－μｋｌｔ）
Ｔ

Σ
２Ｄ
Ｘ ＝

１
Ｎ∑

Ｎ

ｉ＝１
（Ａｉ－μ）（Ａｉ－μ）

Ｔ

＝ １Ｎ∑
Ｎ

ｉ＝１∑
ｎ

ｔ＝１
（Ａｉｔ－μｔ）（Ａｉｔ－μｔ）

Ｔ

有文献证明：２ＤＬＤＡ等价于基于列的 ＬＤＡ［１１］．对
２ＤＳＤＡ而言，除改进图像样本预聚类算法外，仍可将其
看作基于列的ＳＤＡ．对于多子类分布的图像数据而言，
只要子类划分合理，２ＤＳＤＡ在多数情况下优于２ＤＬＤＡ．

３ Ｋ２ＤＳＤＡ

３１ 基于核技巧的Ｋ２ＤＳＤＡ理论推导
定义１ 核函数［１３］．设低维样本空间数据｛ｘ｜ｘ∈

Ｘ，ＸＲｄ｝，非线性映射Ф（·）：Ｒｄ→Ｆｄ′（ｄ’＞ｄ），ｘ→
Ф（ｘ）是 Ｘ到核空间Ｆ的核映射，使得对任意 ｘ，ｙ∈Ｘ，
核空间中内积＜Ф（ｘ），Ф（ｙ）＞构成样本空间 Ｘ的二
元函数，称为核函数，记作κ（ｘ，ｙ），即κ（ｘ，ｙ）＝＜
Ф（ｘ），Ф（ｙ）＞．

定义２ 核矩阵［１３］．称 Ｎ×Ｎ矩阵Ｋ＝（κｉｊ）＝［κ
（ｘｉ，ｘｊ）］（ｉ，ｊ＝１，…，Ｎ）是训练样本集合 Ｘ的核矩阵．
设Ф是Ｘ到核空间Ｆ的核映射，令Ф（Ｘ）＝［Ф（ｘ１），
…，Ф（ｘＮ）］，则 Ｋ＝Ф（Ｘ）ＴФ（Ｘ）．

下面结合核方法的有关定义，推导Ｋ２ＤＳＤＡ的一些
相关结论．假设核映射Ф将样本集Ａ映射到空间Ｆ中，

记 Ｆ中对应的样本集为Ф（Ａ）＝｛Ф（Ａ１），…，Ф（ＡＮ）｜
Ф（Ａｉ）∈Ｆ｝．

定义３ 根据２ＤＳＤＡ的定义，定义样本集 Ａ映射
到Ｆ后图像集合Ф（Ａ）的子类类间散度矩阵ΣΦ（２Ｄ）Ｂ 和

核协方差矩阵ΣΦ
（２Ｄ）
Ｘ 如下：

ΣΦ
（２Ｄ）
Ｂ ＝∑

Ｃ－１

ｉ＝１∑
Ｈｉ
ｊ＝１∑

Ｃ

ｋ＝ｉ＋１∑
Ｈｋ
ｌ＝１∑

ｎＮ

ｔ＝１

ｐｉｊｐｋｌ（μΦ
（２Ｄ）
ｉｊｔ －μΦ

（２Ｄ）
ｋｌｔ ）（μ

Φ（２Ｄ）
ｉｊｔ －μΦ

（２Ｄ）
ｋｌｔ ）

Ｔ

（１）

ΣΦ
（２Ｄ）
Ｘ ＝１Ｎ∑

Ｎ

ｉ＝１
（Φ（Ａｉ）－μΦ

（２Ｄ））

·（Φ（Ａｉ）－μΦ
（２Ｄ））Ｔ （２）

定理１ Ｋ２ＤＳＤＡ的实质是将原始二维图像样本的
每一列（行）进行非线性变换，再对其对应的样本集合

施以基于列（行）的２ＤＳＤＡ．
证明 核方法认为，在 Ｆ中能够寻找到最佳线性

鉴别矢量ＶФ（２Ｄ），使其满足 Ｆｉｓｈｅｒ准则［１］，如等式（３）：

Ｊ（ＶΦ（２Ｄ））＝ａｒｇｍａｘ
ＶΦ
（２Ｄ）

ＶΦ（２Ｄ）
Ｔ

ΣΦ
（２Ｄ）
Ｂ ＶΦ（２Ｄ）

ＶΦ（２Ｄ）
Ｔ

ΣΦ
（２Ｄ）
Ｘ ＶΦ（２Ｄ）

（３）

同样，ＶФ（２Ｄ）可以通过求解以下广义特征方程得到：

ΣΦ
（２Ｄ）
Ｂ ＶΦ（２Ｄ）＝ΣΦ（２Ｄ）Ｘ ＶΦ（２Ｄ）ΛΦ（２Ｄ） （４）

根据再生核理论［１３］，ＶФ（２Ｄ）落在Ф（Ａ）＝｛Ф（Ａ１），…，

Ф（ＡＮ）｜Ф（Ａｉ）∈Ｆ｝的张成空间内，即 ＶФ（２Ｄ）∈ｓｐａｎ
｛Ф（Ａ１），…，Ф（ＡＮ）｝，那么 ＶФ（２Ｄ）可由Ф（Ａ）线性表
示，即等式（５），这里α为线性系数：

ＶΦ（２Ｄ）＝∑
Ｎ

ｉ＝１αｉΦ
（Ａｉ）＝Φ（Ａ）α （５）

根据定义３，将（１）和（５）代入（３），式（３）分子即为：

ＶΦ（２Ｄ）
Ｔ
ΣΦ
（２Ｄ）
Ｂ ＶΦ（２Ｄ）＝αＴΦ（Ａ）ＴΣΦ（２Ｄ）Ｂ Φ（Ａ）α

＝αＴ ∑
Ｃ－１

ｉ＝１∑
Ｈｉ
ｊ＝１∑

Ｃ

ｋ＝ｉ＋１∑
Ｈｋ
ｌ＝１∑

ｎＮ

ｔ＝１
ｐｉｊｐｋｌ（Φ（Ａ）( Ｔ

μ
Φ（２Ｄ）
ｉｊｔ －Φ（Ａ）ＴμΦ

（２Ｄ）
ｋｌｔ ）（Φ（Ａ）ＴμΦ

（２Ｄ）
ｉｊｔ －Φ（Ａ）ＴμΦ

（２Ｄ）
ｋｌｔ ）Ｔ )α

（６）
将样本 Ａｉ以列为单位分隔开，即 Ａｉ＝（ａｉ１，…，ａｉｎ），这
里 ａｉｔ代表第ｉ张样本的第ｔ列（ｉ＝１，…，Ｎ；ｔ＝１，…，
ｎ）．将 Ａｉ的每列通过Ф映射到Ｆ，则Ф（Ａｉ）＝（Ф（ａｉ１），
…，Ф（ａｉｎ））．根据定义 ２，Ｋ＝Ф（Ａ）ＴФ（Ａ）＝Ф（Ａ）Ｔ

（Ф（ａ１１），…，Ф（ａ１ｎ），…，Ф（ａＮ１），…，Ф（ａＮｎ））＝

（ＡＫ（２Ｄ）１１ ，…，ＡＫ（２Ｄ）１ｎ ，…，ＡＫ（２Ｄ）Ｎ１ ，…，ＡＫ（２Ｄ）Ｎｎ ）＝（ＡＫ（２Ｄ）１ ，…，

ＡＫ（２Ｄ）Ｎ ）．从上述变换看出，若称 ＡＫ（２Ｄ）ｉ 为样本Ａｉ的核图
像，则 Ｋ由训练样本对应的核图像（或者说核图像的各
列）依次堆叠而成．同时，由于 Ａ映射在Ｆ中第ｉ类第ｊ

子类所有图像第ｔ列均值μΦ
（２Ｄ）
ｉｊｔ ＝１ｎｉｊ∑

ｎｉｊ
ｔ＝１Φ

（ａｉｊｔ），ｉ＝

｛１，…，Ｃ｝，ｊ＝｛１，…，ｎｉｊ｝．而第 ｉ类第ｊ子类样本第ｔ列
的核图像ＡＫ（２Ｄ）ｉｊｔ ＝Φ（Ａ）ＴΦ（ａｉｊｔ），则：
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Φ（Ａ）ＴμΦ
（２Ｄ）
ｉｊｔ ＝１ｎｉｊ∑

ｎｉｊ
ｔ＝１Φ

（Ａ）ＴΦ（ａｉｊｔ）

＝１ｎｉｊ∑
ｎｉｊ
ｔ＝１
ＡＫ（２Ｄ）ｉｊｔ＝μ

Ｋ（２Ｄ）
ｉｊｔ （７）

将（７）带入（６）可以得到：
ＶΦ（２Ｄ）ＴΣΦ（２Ｄ）Ｂ ＶΦ（２Ｄ）

＝αＴ∑
Ｃ

ｉ＝１∑
Ｈｉ
ｊ＝１∑

Ｃ

ｋ＝ｉ＋１∑
Ｈｋ
ｌ＝１∑

ｎＮ

ｔ＝１
ｐｉｊｐｋｌ

（μ
Ｋ（２Ｄ）
ｉｊｔ －μ

Ｋ（２Ｄ）
ｋｌｔ ）（μ

Ｋ（２Ｄ）
ｉｊｔ －μ

Ｋ（２Ｄ）
ｋｌｔ ）

Ｔ
α

（８）

令Σ
Ｋ（２Ｄ）
Ｂ ＝∑

Ｃ

ｉ＝１∑
Ｈｉ
ｊ＝１∑

Ｃ

ｋ＝ｉ＋１∑
Ｈｋ
ｌ＝１∑

ｎＮ

ｔ＝１
ｐｉｊｐｋｌ

（μ
Ｋ（２Ｄ）
ｉｊｔ －μ

Ｋ（２Ｄ）
ｋｌｔ ）（μ

Ｋ（２Ｄ）
ｉｊｔ －μ

Ｋ（２Ｄ）
ｋｌｔ ）

Ｔ

（９）

那么由（８）（９）能得到：

ＶΦ（２Ｄ）ＴΣΦ（２Ｄ）Ｂ ＶΦ（２Ｄ）＝αＴΣＫ（２Ｄ）Ｂ α
（１０）

同理能够得到：

ＶΦ（２Ｄ）ＴΣΦ（２Ｄ）Ｘ ＶΦ（２Ｄ）＝αＴΣＫ（２Ｄ）Ｘ α
（１１）

从（８），（１１）可以看出，Ｋ２ＤＳＤＡ的实质是将原始二
维图像样本所对应的核图像为训练样本，并对其施以

基于列的２ＤＳＤＡ．同时发现，求解核空间 Ｆ中的最佳线
性鉴别矢量ＶФ（２Ｄ），可以将核空间中的内积用样本空间
中的核函数代替，从而达到将核空间中的运算转化成

样本空间中运算的目的．证明完毕．
３２ Ｋ２ＤＳＤＡ的快速计算

由（３），（１０），（１１）能够得到：

Ｊ（ＶΦ（２Ｄ））＝ａｒｇｍａｘ
ＶΦ
（２Ｄ）

ＶΦ（２Ｄ）
Ｔ

ΣΦ
（２Ｄ）
Ｂ ＶΦ（２Ｄ）

ＶΦ（２Ｄ）
Ｔ

ΣΦ
（２Ｄ）
Ｘ ＶΦ（２Ｄ）

Ｊ（α）＝ａｒｇｍａｘ
α

α
Ｔ
Σ
Ｋ（２Ｄ）
Ｂ α

α
Ｔ
Σ
Ｋ（２Ｄ）
Ｘ α

（１２）

从理论上来讲，Ｋ２ＤＳＤＡ算法最终的核空间最优鉴
别矢量可以通过求解Σ

Ｋ（２Ｄ）
Ｂ α＝ΣＫ（２Ｄ）Ｘ αΛ

Ｋ（２Ｄ）实现．注意
到Σ

Ｋ（２Ｄ）
Ｂ 和Σ

Ｋ（２Ｄ）
Ｘ 均为ｎＮ×ｎＮ矩阵，一旦样本数量很

大，或样本图像尺寸较大，广义特征分解将难以进行．
因此在实际计算时采用 Ｆｒａｍｅ２ＤＫＤＡ中定义的核样本
矩阵近似代替 ＡＫ（２Ｄ）ｉ ，实现快速计算［１４］．记κ（·，·）为核
函数，样本进行下列非线性变换，得到其对应的近似核

样本矩阵珟ＡＫ（２Ｄ）ｉ ：

珟ＡＫ（２Ｄ）ｉ ＝

κ（ａｉ１，ａ１１） κ（ａｉ２，ａ１２） ．．．κ（ａｉｎ，ａ１ｎ）

κ（ａｉ１，ａ２１） κ（ａｉ２，ａ２２） ．．．κ（ａｉｎ，ａ２ｎ）
．．． ．．． ．．． ．．．

κ（ａｉ１，ａＮ１） κ（ａｉ２，ａＮ２） ．．．κ（ａｉｎ，ａＮｎ











）

ｉ＝１，．．．，Ｎ （１３）
显然，珟ＡＫ（２Ｄ）ｉ 是Ｎ×ｎ矩阵．根据定理１，将其作为

样本实施基于列（行）的 ２ＤＳＤＡ．此时对应的核子类类

间散度矩阵槇ΣＫ（２Ｄ）Ｂ 和协方差矩阵槇ΣＫ（２Ｄ）Ｘ 如下：

槇ΣＫ（２Ｄ）Ｂ ＝∑
Ｃ－１

ｉ＝１∑
Ｈｉ
ｊ＝１∑

Ｃ

ｋ＝ｉ＋１∑
Ｈｋ
ｌ＝１∑

ｎＮ

ｔ＝１
ｐｉｊｐｋｌ

（珘μ
Ｋ（２Ｄ）
ｉｊｔ －珘μ

Ｋ（２Ｄ）
ｋｌｔ ）（珘μ

Ｋ（２Ｄ）
ｉｊｔ －珘μ

Ｋ（２Ｄ）
ｋｌｔ ）

Ｔ

（１４）

槇ΣＫ（２Ｄ）Ｘ ＝１Ｎ∑
Ｎ

ｉ＝１
（珟ＡＫ（２Ｄ）ｉ －珘μ

Ｋ（２Ｄ））

·（珟ＡＫ（２Ｄ）ｉ －珘μ
Ｋ（２Ｄ））Ｔ （１５）

４ 实验与分析

４１ ＯＲＬ人脸库
ＯＲＬ人脸库包含４０名志愿者的４００幅人脸图像，

首先将样本缩放至２８×２３，然后进行１０轮测试，每轮从
每人的１０张样本中随机选择 ｋ（ｋ＝３，…，８）张用于训
练，其余用于测试．实验中核函数选择高斯径向基核函
数κ（ｘ，ｙ）＝ｅｘｐ（－‖ｘ－ｙ‖２／σ），σ为样本均值．

使用 ＩＥＤＮＮＣｌｕｓｔｅｒｉｎｇ［８］方法，１０轮测试的最优子
类数均为１，这说明尽管 ＯＲＬ的样本存在一些姿态、配
饰及表情变化，但其每类样本间距离并不明显，训练样

本数据分布并无明显的多子类分布特性．从图１（ａ）中
可以看出，在不同训练样本数量下，Ｋ２ＤＳＤＡ优于
２ＤＳＤＡ、ＰＣＡ＋ＬＤＡ和 ＳＤＡ算法，也基本优于 ２ＤＬＤＡ和
Ａ２ＤＬＤＡ．由于子类数为 １，故 Ｋ２ＤＳＤＡ与 Ｋ２ＤＬＤＡ分类
性能等同．实验说明使用核方法后，数据可分性增强，
这与人脸样本非线性的性质一致．图１（ｂ）证明Ｋ２ＤＳＤＡ
同时也具有较好的单轮最佳识别率，在每类样本数达

到５张时，其最佳分类准确率达到９８．５％．

４２ ＡＲ人脸库
ＡＲ人脸库包含男性７０人，女性５６人的２个 Ｓｅｓ
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ｓｉｏｎ．本文从中随机挑选５０男性，与５０名女性构成样本
集合，并且选出每位候选者没有遮挡的１２张图片组成
训练及测试人脸库（如图 ２）．每次随机选择 ｋ（ｋ＝４，
…，８）张训练，其余用于测试，样本均缩放至２８×２３．

从图３看出，随机选择不同数目的训练样本时，本
文算法在平均分类准确率和最佳分类准确率两项对比

中，在大多情况下优于其他算法．１０次随机试验中，有２
次最优子类数划分为２，这说明人脸图像中存在的光线
和表情变化，导致类内距离可能大于类间距离，从而引

发多子类问题．

４３ ＵＭＩＳＴ人脸库
ＵＭＩＳＴ人脸库共采集２０名志愿者的５６４张面部图

像，包括从侧面到正面的姿态变化．图４中在每人的侧
脸、斜侧脸和正脸三个角度下各选择２张样本构成本文
使用的训练集，从其余样本中选择５张不同角度的样本
构成测试集，尺寸缩放至 ２８×２３，记作 ＵＭＩＳＴＣｒｏｐｐｅｄ
Ｓｕｂｓｅｔ．

本节测试了不同子类数下算法的正确分类率．从

表１看出，当测试集每类样本被划分为 ３子类时，
Ｋ２ＤＳＤＡ的分类性能达到最优，这与训练样本库中每类
样本的构成一致．而在其他子类数目下，本文方法的正
确分类率也达到了与２ＤＳＤＡ、ＳＤＡ相当的性能．同时，本
文算法相较于无子类划分的四种算法，具有更好的分

类准确率，这说明 ＵＭＩＳＴＣｒｏｐｐｅｄＳｕｂｓｅｔ的训练样本在
一定程度上符合多子类分布的情况，本文算法不仅能

够从训练样本分布上改善分类性能，又同时提升了原

始样本的线性可分性．
表１ 不同子类数下算法分类准确率对比

子类

数

本文

方法

２ＤＳＤＡ
［８］

ＳＤＡ
［７］

ＰＣＡ＋ＬＤＡ
［２］

２ＤＬＤＡ
［１１］

Ａ２ＤＬＤＡ
［１１］

Ｋ２ＤＬＤＡ
［１０］

１ ０．９２ ０．９０ ０．８７
２ ０．９２ ０．９２ ０．８６
３ ０．９３ ０．９０ ０．８９
４ ０．９２ ０．８９ ０．８９
５ ０．９１ ０．９２ ０．８１
６ ０．９１ ０．９０ ０．７９

０．８９ ０．８７ ０．９２ ０．９２

５ 结论

提出一种解决多子类非线性可分分布的图像分类

方法———核二维子类鉴别分析，从理论和实验两方面

验证了本文算法的正确性和有效性．本文能够有效解
决原始线性鉴别分析方法中的两个主要弊端，实验证

实，本文算法能够对多角度、姿态和光照影响下的人脸

图像进行有效分类．
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